Beispiel. Wir betrachten nun Y2 — X4. Diese Kurve hat eine Singularitit mit Mul-
tiplizitdt 3 in (0,0), obwohl sie glatt aussieht. Das erkennt man daran, dass:

Opf-4X3 0, f = 3Y?

& 0, £(0,0) = 0= 9,£(0,0)

Wir storen unsere Kurve nun und erhalten:

Y3 —aY?X — X4, f3=Y3Y — aX)

Abbildung 1: z — 3



Fiir verschiedene « erhélt man folgende Kurven:

Abbildung 2: Fiir a < 0

Abbildung 3: Fiir o > 0



Abbildung 4: Fir a =0

Beispiel. Nun betrachten wir eine dhnliche Stérung Y2 — aY X2 — X* wobei hier
nun f3 =Y (Y — /aX)(Y + aX)

Abbildung 5: Fir a < 0



Abbildung 6: Fiir a > 0

Abbildung 7: Fir a =0



(3.3) Schnitt mit einer Gerade

Sei C' = V(f) wobei f die reduzierte Gleichung ist, P € C, P = (a,b), L Gerade
durch P mit Steigung a//3. Dann ist die Parameterform der Gerade:

t—x(t),yt) =a+ Pt,b+ at

Abbildung 8: Tangente an (p, f(p))

Definition. Die Schnittmultiplizitit von C und L in P wird definiert durch:
I(C, L; P) = Ordop(t), ¢(t) = f(a+ Bt,b+ at) € Ct]
Falls ¢(t) = 0 so gilt L C C' und man kénnte sagen I = oo

Proposition. Es gilt:

I(CuC',L;P)=1(C,L; P) + I(C',L; P), falls #(C N C") < o0
I(C,L; P) > Multp(C)

T(C,L; P) > Multp(C) < L singulére Tangente von C an P

Beweis. O.b.d.A. sei P = (0,0) und f = fr + ...+ fq dann ist die Parameterform
der Geraden t — (t03, ta)

= @(t) = fu(tB, ta) + ... + fa(tB, ta) = t* fi(B,a) + ... + t'fa(B, @)
= Ordg(p(t)) > k und genau k wenn f(5,a) = 0 < singulidre Tangente O

Definition. L heifst Tangente von C an p, wenn I(C, L; P) > 2. Seip € C reguldrer
Punkt.

I(C,L; P) =2 < L ist requldrer Tangente

I(C,L; P) = 3 < L ist Wendetangente

I(C,L; P) > 4 < P ist ein Flachpunkt

Sei p € C singuldarer Punkt, also I(C, L; P) > Multp(C) > 2, dass heifst jede Gerade
durch P zdhlt als Tangente

A
(a) I =2 (b)y I =3 (c) I




Satz (Baby-Bézout). Sei C eine Kurve und L eine Gerade. Wenn die Richtung von
L keine asymptotische Richtung von C' ist gilt:

Y I(C,L; P) = Grad(C)
PeCNL

Beweis. Wir parametrisieren L zu t — z(t),y(t), f = fi+ ...+ fa-

Dann folgt: ¢(t) = f(z(t),y(t)) und Grad(p(t)) = Grad(f) = Grad(C), da die
Richtung von L keine asymptotische Richtung von C ist. ¢(t) hat genau Grad(y)
viele Nullstellen mit Vielfachheit gezéhlt. O

Korollar (Anwendung von Baby-Bézout). Eine irreduzible Kurve mit P € C mit
der Eigenschaft Multp(C) = Grad(C') — 1 ist rational parametrisierbar.

Beweis. Die Gerade L durch P schneidet C' in hochstens einem weiteren Punkt von

C.

Abbildung 10: Jede Gerade geht durch einen weiteren Punkt

Per Rechnung:
O.b.d.A.sei P = (0,0) und f = fi—1(X,Y)+ fa(X,Y), so folgt mit ¢t — (z(t),y(t)) =
(Bt, at) :

fa—1(Bt,at) + fa(Bt, at)

=" 4 1(B,a) + 7 fa(B, )

= 1" (fa1(8, @) + tfa(B, )
fa—1(B, @)

>t=-—2Dn

fa(B, a)

Also ist die Parametrisierung von C":

Jaa(Ls) faa(1,8)
S}—)( fd(las) ’ fd(las)

) _ (a(s),y(s)) € C



(a) Zwei Parabeln beriihren sich mit (b) Durch eine kleine Stérung erken-
welcher Schnittmultiplizitat? nen wir [ = 2

) Durch eine kleine Stérung erkennen wir I = 4

<<

) Zwei verschieden gestauchte Kus- (e) Durch eine kleine Stérung erken-
pen beriihren sich nen wir [ =6




(3.4) Schnittmultiplizitaet via Resultante

Ziel: Die Schnittmultiplizitat von Geraden auf allgemeine ebene algebraische Kurven
zu verallgemeinern. Also I(C, L; P) < I(C, D; P). Wir wollen:

1. I(C,D;P) e Nog, Pe CND :I(C,D;P)>1und I(C,D;P) = 1,Tp(C) #
TP(D), Multp(C) = Multp(D)

2. I(C, D; P) = I(D,C; P)
3. I(CuC',D;P)=1I(C,D;P)+1(C",D;P)
4. I(C,D; P) > Multp(C) - Multp(D)

(
5. I(C,D; P) > Multp(C) - Multp(D) < C und D haben keine gemeinsame sin-
guldre Tangente in P

Provisorische Definition (von I(C, D; P)). Seien C, D Kurven ohne gemeinsame
Komponente (< #(C'ND) < oo) und wir wéhlen durch Drehung neue Koordinaten,
sodass oo keine asymptotische Richtung von C und D und oo keine Richtung von
Verbindungsgeraden von C' N D.

Weiter sei Grad(C) = d, Grad(D) = e und es seien f = aoY? + ... + ag und
g =0bY®+ ...+ be mit ag,by # 0. Fiir jede Nullstelle der Resultante existiert ein
Schnittpunkt von C' und D. Wir setzen I(C, D; P) := Ord,(Ry,4), P = (a,b).

L 4

(a) Drehung bis Schnittpunkte ungleich

Probleme:

e Wir wissen nicht ob diese Definition unabhéngig von der Wahl der neuen Ko-
ordinaten ist.

e Die dynamische Interpretation der Schnittmultiplizitét ist hier nicht erkennbar.

Satz. (von Bézout im affinen Fall) Seien C, D Kurven ohne gemeinsame Komponen-
te. Wenn C, D keine gemeinsame asymptotische Richtung haben gilt:

> I(C,D; P) = Grad(C) - Grad(D)
PeCND



